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Rappel Mathématique
Microéconomie 3-851-84

l. Fonctions a une seule variable

QUELQUESREGLESDE DERIVATION (rappd)

1. Multiplication de deux fonctions

dv du
_( u-v ): Uu—+VvV—
d x d x d x
Exemple: u=yx?2
v=2x+1

di[ x? (2x+1D] = x? 2+(2x+1) -2x
X

= 2x2+4x*+2X=6x%2+2X

2. Divison de deux fonctions

du dv

. V—-U- —

deuo__ dx dx
dxeév v 2

Exemple: u=x?

de x 8 (2x+1)-2x-x*(2)

dx& 2x+1 5 (2x+1)?
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4x2+2Xx-2x%_ 2x%*+2x
(2x+1)? (2x+1)?

3. Reégledechaine

d _d ,du
d—x[f(u)] = OIu[f(u)] o

Exemple: u=2x+1,f (u)=y?
%[(2X+1)2] = 2(2x+1)-2=4(2x+1)

OPTIMISATION (sans contrainte)

Sait f (X) lafonction que I’on cherche a optimiser.

d \
Condition de premier ordre (CPO) : d—[ f(x )] =0 (condition nécessaire)
X

2
Condition de second ordre (CSO) : %[f (x")] <0 pour un maximum
X

2
: &[f(x*)] >0 pour un minimum.

FONCTIONS CONCAVES, QUAS CONCAVES, CONVEXES, QUASI CONVEXES

Les théories du consommateur et du producteur que nous allons étudier font référence a des fonctions

d'utilité et de production sur lesquelles certaines hypotheses sont faites. Ces hypotheses reposent, entre autres,
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sur les notions de concavité et de convexité des fonctions.

Définition:

Une fonction f(x) est une fonction convexe si, pour tous points x;, X, de son domaine et pour tout
| ,0<I <1,
Ol xo+ (-1 ) x2)ED f (x)+(2-1)f (x2).

(Une fonction est drictement convexe s la derniere inégdité est dlricte, a savoir,

FOIxt (11 ) )<l F (x )+(1-1 )f () & x'x ).

Similairement, une fonction concave est définie de la méme maniére mais le sens de l'inégaité est

renversé.

Exemples:
f(x) Fonction convexe f(xX) Fonction concave

f() -
f()
f(l X, +(1-1 )%)
() +(1-1)f(x) | ) +(1-1 )f(x)
f(l X3 +(1-1 )xo)

(%) fx) /

X' X+ (2-1)x X2
v bar (-1 X xi Ixa+@-1e X
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Définition:
Unefonction f(x) est quas convexe s, pour tous points X1 , X2 de son domaine, on a
f(x)ETf(X)P f(x +(1-1)x,)E f(x,)
O<l <1
ou, de maniére équivaente;

F(Ix+(1-1)%) 2 max{f(x), f(x,) }

Smilarement f(X) est quas concave s
FO)EF(x) P f(Ix, +(-1)%x)3 f(x)

F(Ix+(L- 1)%) 2 min{f(x), f(x,) }

ou, de maniére équivaente;
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Exemples:
f(x) f(x)
Fonction Quas Concave Fonction pas Quas Concave
f(%)
fOe)
fl xo + (1]-1)x0)
f(Xl) 1:(Xl)
f(l X+ (1-1)%)

X1 |X1+(1-|)X2 X2 X X1 |X1+(1-|)X2 X2

DIFFERENTIELLE TOTALE

Soit y=1f (x).
Alors dy =f ’ (x) dx est la différentielle totale et on a dy Dy , i.e. dy est une approximation de
Dy=f (x+Dx)-f (x).



Graphiquement:
y=1(x)
A
f(x+Dx)
/ }Dy K
f(X) —'RB
Dx
dx
X X+Dx X
dy = f ' (x)dx = pentedelatangenteenx - dx
= A CB= AB
CB
AB = dy»Dy.

II.  Fonctions a deux ou plusieursvariables

DERIVEESPARTIELLES
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Les fonctions avec lesquelles nous dlons travailler sont, en générd, continues, dérivables et

ont des dérivées partielles de premier ordre et de second ordre qui sont continues. 1
donc savair les caculer leurs dérivées partielles et auss les interpréter

® Exemples de fonctions usuelles :

u= X%/3X§/3

faut
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u=2/nx+ 3¢ny

® Cdcul desdérivées partielles

Exemple: Soit lafonction de production:

Q=36KL- 2K?*- 3L°

1:1—(8 = 36K - 6L  (dérivée partidlle de premier ordre par rapport aL)

:TT—S = 36L- 4K (déivée patielle de premier ordre par rapport aK)

1°Q _ 12806 _
> T oGt T
I L& o

2

(dériveée partidlle de second ordre par rapport aL)

=a

Q
=

g
O
o:
|

e = ﬂ_Keﬂ_K; =-4 (dérivée partielle de second ordre par rapport a K)

2 . .. 2
T _ lgdﬂgzigdﬁgz TQ _ 36 (dérivée partielle croisée de second ordre)
ILIK  fLefKg TKefLg ITKIL

® Lesprincipaesrégles de dérivation S gppliquent :

1. Produit de deux fonctions

T =uvy U
x % X
1(u. V) = uﬂ+vm
Ty Iy Ty

Exemple: u = x?

V=2X+Yy



‘”lx[x2 - (2x+ y)]

X2 2+ (2x+Yy)- 2%

%[x2 - (2x + y)]

2. Quotient dedeux fonctions

volu v
1 g"_Q: _ WX 9x
IX&V g v2
voiu .
T@o__ T Ty
ﬂygvz V2
Exemple: u = x?
V=2xX+y

T x* 0_ (2x+y)-2x- x*-2
xg2x+yg (2x+y)*

AP+ 2xy- 2% 2XP +2xy

2X% +4X% +2xy = 6X° + 2xy

x> 1+ (2x+y)- 0 = x?

(2x+y?  (2x+y)?
fleex® 0_(2x+y)-0-x*-1_  -%x°
Exryy  (2xry)? 2+ y)

3. Reégledechaine

el = Sl 1
ﬂ—x[f(u)]— du[f(u)] o

T _ Al Ju
@[f(u)]— [fw] Ty

MAT28



MAT29

Exemple: u=2x+y, f(u)=u?

ﬂ1)([(2x+ y)z] = 2(2x+y) - 2 = 4(2x+y)

DIFFERENTIELLE TOTALE

Soit Z=f (Xx,y).

T8 (on¥o) gy TF (xo0¥0)

Alors dz = - dy est une approximation de
1 x Ty
DZ = f (x%*DBx . YotCy )-f (x0.¥)>
ie, dZ € DZ

Evidemment, plus les variations Dx et Dy seront petites, meilleure sera I'approximation.

Exemple: z= f(X,y) =3xy+x ; (X0 ¥,)=(22) ;dx=05¢e dy=03

Dz = f(x, +dxy, +dy) - f(Xy Yo)

(25, 23) - (2,2

(3-25-23+25)- (3-2-2+2)

19,75 - 14 = 575
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= ﬂf(XO!yO) dX+ ﬂf(xo1y0) dy

fix iy

(3y+1)[(x0, yo)] dx + 3X[(X0' yo)] dy

dz

7- 05+ 6-03=35+18=53

HOMOGENEITE DES FONCTIONS

Définition:

Unefonction f (x;,x2 ,-.-» Xn) €St homogéne de degré r s et seulement si pour tout
I >0, f (I xiu! Xo0eeen X )= (Xey X2 seees Xn)-

Exemple: f(x,y,z) = 2x°+yz?-Z°

2(1 x)°+(1y)(1z)*-(12)°

f(Ix,ly,1z)

3 3 3
21 °x3+1°y z%-1°2°3

1°(2x3+yz2-2°)

| °f (x,y,2)

f est homogéne de degré 3.

Théoréme d'Euler:

Unefonction f ( x;, x5 4...» Xn ) €St homogéne de degré r ss

o If yeers Xn
rf(xl,---,xn)=aﬂ (% X) |
i=1 ﬂXi
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Exemple: f(x,y,z)=2x3+yz%-7

ﬂf (le!Z)ZGXZ’ﬂf (X’y’z): ZZ,MZZyZ-?)ZZ
1x Ty Nz
ﬂ_f.x+ﬂ—f-y+ﬂ—f-z = 6)(2- X+22- y+(2yZ-322)' z

x Ty 1z
= 6x°+3yz*-37°
= 3(2x°+yz*-2°)
= 3f (x,y,z)

f est homogeéne de degré 3.

FORMES QUADRATIQUES

On peut d&erminer § une fonction est convexe ou concave grace au comportement de laforme
quadratique associée & sa matrice hessienne (lamatrice des dérivées secondes de la fonction). Voyons
tout d'abord quelques définitions et quelques exemples.

Une forme quadratique est une fonction de n variables qui peut étre écrite de la fagon suivante :
f(x)=8 a a;xX,

i=1 i=1

ou les a; sont des constantes.
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En termes de matrices, laforme quadratique sécrit:

XAX ol X est un vecteur de dimension n x 1

et A une matrice symétriquen x n .

Exemple:

— 2 2
f(X0, X0 X5) = X7+ X X, +4X, X, + 2X;

é1 05 20éxU

f(X1’X21X3):[X1 X X3]20,5 0 Oggng
g2 0 2fexH
X' A X

Définition:

Une forme quadratique X' Ax est dite définie postives X' AX >0," x 1 0

Définition:

Une forme quadratique X' Ax est dite sami- définie podtive s X' AX >0 et Sil existe x 1 0 pour leque
xAx=0

Note : Pour des formes quadratiques définies négatives ou semi-définies négatives, les définitions sont
amilaires saf en ce qui concerne lesinégdités qui doivent dors étre renversges (<0).

Théoréme de Sylvester:

i) Uneforme quadratique X' AX est définie positive S e seulement S tous les principaux
mineurs successifs de lamatrice A sont pogtifs (i.e. > 0).
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i) Uneforme quadratique X' Ax est définie négative S et seulement S tous les principatix
mineurs successifs de lamatrice A dternent en Signe, le premier &ant positif (i.e. > 0).
[llustration du théoréme :

Soit A lametrice 3 x 3 suivante

Les principaux mineurs successifs de A sont lestrois déterminants suivants:

a, a, ag,
a,, 21 12, &, @, a,
P ey, A, ay

(les principaux mineurs successifs de A sont les déterminants des sous-matrices de A obtenuesen
enlevant successivement la derniére colonne de droite et 1a rangée d'en bas).

Laforme quadratique X' AX est donc définie positive s chacun de ces trois déterminants est positif.
Elle seradéfinie négative S ces déerminants aternent en sgne, en commengant par : a,,< 0, puis

a; 4
a21 a22

>0, etc...

Exemple:

>

Il
N PN
o w Bk
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, 2 1
a11:2>0;‘ j:5>o; 1 3 0=13>0
1
2 0

X' AX est définie positive.

Remarque :

i) Cependant, pour déterminer S une forme quadratique est semi-définie positive, il ne suffit pas que
les principaux mineurs successifs soient non négatifs (i.e. 3 0). Il faut que tous les mineurs principauix
soient non négatifs, ce qui implique le cdcul de pluseurs déterminants. Par exemple, danslecasde A
lamatrice 3" 3 vue plushat, il faut vérifier que :

a; 8, 3
8,2 0,8,30, 8,;°0 % a1230, % a1330, %22 32330; 8, 8y 8y %0
Gy 83 g3 83 S
A3 83 g3

i) Pour dé&erminer 9 une forme quadratique et semi-définie négative, il faut que tous les mineurs
principaux d ordre impair soient non posgtifs (i.e. £ 0) et que tous les mineurs principaux d' ordre pair
soient non negetifs (i.e. 3 0). Par exemple, danslecasde A lamatrice 3" 3 vueplushaut, il faut
vérifier que :

&, &, Qg
a,£0 a,£0, a,£0 | ag | Mag T2 %ag o a, affo.
1 8y 8 Ag Q3 Ay
8 By Qg

Théoréme:

i) Unefonction f(X1,X5,...,Xn) €st convexe s et seulement § samatrice hessenne H (ou laforme
quadratique associée x Hx ) est semi-définie positive. S x Hx est définie positive, f(X1,Xa,...,X) est
drictement convexe.

i) Delamémemaniére, s x Hx est semi-définie négative, lafonction f(xy,Xa,...,X,) €st concave (et
grictement concave s x Hx est définie négetive).



MAT215

Exemple 1: Soit f(x,X,) = - X2 - 2XX, - 3%

NIf (X1, %) af X
T = - 2% - 2X,; —(1)1()1(2 ) = 2%, - 6X,;
2 2 2 2
Tro0x) o, TH00x) | o TH000) L 1PH002) o) oo
X % ™, %, X, X,
e f (%, %) Tf(x.x)u
e 2 u P _op
lamatrice hessenne H = € | st 2ﬂ><1x2 U= g 2 23
e fx%) Tfkx)u &2 -6g
& Tx R
-2 -2 S . : i
Or, -2<0 ¢ |H| = ‘ 5 6‘ =8>0, cequiimpliquequelaforme quadratique x Hx est dfinie

négative et lafonction  f(x,X,)=- X7 - 2xX, - 3x;  est strictement convexe.

Exemple2: Soit f(X,X,,X;) = X2 + XX, - X, + X2 + X, X, + 3X2
fo=2x +X;; f,=-1+2X,+X;; fy=X +X, +6X,

f,=2 f,=0 f,=1

f,, =0 f,=2 f,=1

f,=1 f,,=1 f,;,=6, desortequelamatricehessenne

éfn fio flsl) e 0 1@
e u _ u
éf21 f2 fzsl] - g) 2 1

éf3l f32 f33é @' 1 GH

On vérifie facilement que



2 0
f, f,| [2 0 2 01
f,,=2>0; = =4>0 e |0 2 1=2 -0 +1
f, fy, |0 2 L1 1 16

Aing, laforme quadratique et x Hx est définie positive et lafonction
f(xl’XZ’X3) :X:l2 +X1X3 - X2 +X22 +X2X3+3X§
est strictement convexe.

OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE

M éthode de L agrange (présentée al’ aide d'un exemple)
Optimiser f(X,y) =3xy+ x souslacontranteque g(x,y) =8- x- 2y =0,
ou f(x,y) mesurelerendement d uneterre,
X : laquantité de fertilisant

y : laquantité d'insecticide.

1. On forme une nouvelle fonction gppelée le Lagrangien de lafagon suivante:

L(xy,l) f(xy) + | a(x,y)

fonction objectif + multiplicateur = fonction contrainte

de Lagrange
Lxy,l)= 3y + | (8-x-2y)

Note : Iintroduction du multiplicateur de Lagrange permet de transformer un probléme

0
1
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2‘= 20> 0.
1

d optimisation avec contrainte a deux variables (X et y) en un probleme d’ optimisation sans

contrainte atroisvariables(x, y et | ).

2. On optimise cette nouvelle fonction a 3 varigbles, i.e. le Lagrangien L(x, y, | ). Les conditions de

premier ordre (CPO) s écrivent :
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L/ 9x = 3y+1- | =0
IL/fy= 3x - 21 =0
/9l =8- x- 2y =0

On solutionne ce systéme d équations et on trouve (X ,y ,1 ") :
X =26/6, y =11/6, | =39/6.

Note : En principe, a ce stade ci, on doit caculer les conditions de second ordre (CSO) et vérifier
s lepoint stationnaire (X, Y, 1) représente un minimum ou un maximum. Toutefois, en ce qui nous
concerne, ce sont les propriétés de lafonction objectif (concave ou convexe) ou encore le contexte
économique du probléme posé qui déterminerala nature du point stationnaire.

[11. Calcul matricie

DEFINITIONS

€ U
e u

® Vecteur : vecteur dedimensonn: X = gng
é u
eXnU
éall a;, a1ml;|
?az a a2 l;J

® Matrice: matriced ordrer m: A:g vz ’“H
e G
éanl an2 anmU

'dément a; delamarice A setrouvealai™ ligneet |*™ colonne

NOTATION
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X = [xl, Xy, ,xn] (vecteur ligne)
@11 ay any l;'
L, a a, U
A =g 2 "2 " (matrice transposée)
é a
@1”’] a2m anma
a0 o
01 oY o
| =€ U matriceidentité.
¢ u
é a
€@ 0 10
OPERATIONS
® Addition
® Multiplication
¢2 80 . 612 8 22160
Bxemple: g2 1y e 4= g3 -8 5 2
g3 og ° U g6 12 -3 o0f
A, B,, = Cy,

Note : Pour que lamultiplication des matrices puisse se faire, il faut que le nombre de colonnes dela
matrice A soit égd au nombre de lignes de lamatrice B.

[N

N
ent] ey ey ey en ) eng

® Produit scdlaire: [x X, ... x]

Q(‘D)(D) > )Q\
11
_g_)o
X
<
I
=

=}



MAT219

z N i S
e u & XX, X, %, U
% gxx1 X5 X,%, i
@2 — 2 2 20U
xx= €20 [x x, ... x]= a u
é € .
e u ¢ >
e BGX XX |

matrice carrée n n

RESOUDRE UN SYSTEME D'EQUATIONSLINEAIRES

AX=Db ouU A est unematrice carréed ordren

Il exige différentes méhodes :
® par subdtitution
® al'adedelamatriceinverse :

) . . d A
x=Alp oy Al=29”"
A

avec adj A= matrice transposée des cofacteursde A
note: 1) lamatrice que |’ on obtient & partir de A en supprimant sai *™ligne et sa
j *"®colonne est notée A, ;
2) le(i,) ™ mineur de Aoulemineur associéal’édément a; de A, noté M, estle
déterminant delamatrice A; : M =det A, ;

3) le (i,j) ™™ cofacteur de A, noté C;, estlescaaire: C, =(-1)'"' M,;.

ij?

® parlareglede Cramer:

pour AXx=Db
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D.
_ D, . _— . , . .
X; —W ou D; estledeéterminant delamatrice quel’ on obtient (& partir de

A) enremplacant laj ™ colonnede A par b.

Exemple: soit f(Xx,X,,X;) = X7 + X X5 - X, + X5 + X, X, + 3% . Touvonsle min ou lamax
de cette fonction.

Les dérivées partidles de premier ordre sont données par :
fo=2x +X%;; f,=-142X,+X;; f; =X +X, +6X,
On en déduit les CPO :

f,= 2% +% =0

—h
N
1

-1 +2x,+%, =0

fy= X + X, +6X, =0

qui peuvent auss s écrire sous forme matriciéle :
0 1o equ  &u

2 1 Gl = A

1 64 &H &

O R

En gppliquant laregle de Cramer, on trouve la solution de ce systeme d' équations :

0o 0 1
1 2 1 cyelt 2
L o101 _ o 1| _ 1
1 | A | A 20
2 0
0 1 (pre]?2 1
1 0 1 6 11
X, = = = —

| Al | Al S



MAT221

2 0 0
1 f ; OWHi ;‘
X = = = ﬁ
3 Al | Al 20

De plus, puisque lafonction f(x, X,,X;) est strictement convexe (ceci a déja &é véifié dans un

exemple précedent), nous savons que :

&4 e1200

X = (:aqu = 211/203 es un minimum de lafonction f (x;,X,,X,) .
U A 7
% g 2/20g

PROPRIETESDESMATRICES

® Matrice symétrique : A=A, a;=a; " (i,])
el 2 30

Exemple: 22 -1 OH
g3 0 4§

® matrices définies et semi-définies :
Soit A une matrice carrée. X A X donne une forme quadratique qui S écrit

éa, a,u éxu

XAx = [x %] a a
’ ey, azzH éXZH
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[a11X1 + a21)(2 ’ a12Xl + a22x2 ] g((l
2

o

2 2
A Xy T XX + apX X, T anX;

2 2
aXy +2aXX; +anX;.

Rappel : lamatrice A est définie positivess x Ax >0 " x1 Q.

Remarqgue : Parfois on ne veut pas que la propriété soit satisfaite pour toutes les valeursde X, mais

seulement pour des valeurs de X qui respectent une certaine contrainte, par exemple, b x = 0.

Exemple : On dira que lamatrice A est définie positive sous la contrainte b X =0, si

X Ax>0 "x e lesxtelsque:bx=0.

Exemple : Lafonction f est strictement concave si sa matrice hessienne F satisfait la propriété :

X Fx<0 "xt0.

La fonction g est strictement quasi-concave si sa matrice hessienne G sdtisfait la

propriété: X Gx<0 "X et I%Xtelsquegﬂ—ggx=0.

&1xH



